Lecon 106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E,
sous-groupes de GI(E). Applications.

Cadre : E est un K-ev de dimension finie.

1. Groupe linéaire et groupe spécial linéaire. —
1. Généralités. —
— Def : GL(E) est ensemble des isomorphismes linéaies de E.
Gl,(K) est I'ensemble des matrices de M, (K) inversibles.
— Pro : Pour B une base de E, I'application f € GL(E) — Mat(f,B) € Gl,(K) est
un isomorphisme de groupes.
— Pro: Soit f € End(E). f € GL(E) ssifinjective ssi f surjective ssi det(Mat(f, B)) #
0 ssi f envoie une base sur une base.
— Rem : Cela est faux en dimension infinie.
— Pro+Def : Les applications f +— det(Mat(f,B)) et f — Tr(Mat(f,B)) ne dépen-
dent pas du choix de la base de f. On peut ainsi définir det(f) et Tr(f) pour tout

f € End(E).
— Pro+Def : det : GL(E) — K* est un morphisme de groupes. On note Si,,(K) son
noyau.

— Ex : Pour p premier et ¢ = p", on a Card(GL,(F,)) = (¢" — 1)..(¢" — ¢"7') =
n(n—1)

(¢"=1).(g—=1).qg >
Et Card(Sl,(F,)) = (¢" — 1)..(¢? — 1).¢" "=
2. Générateurs. —
— Pro+Def : Soit H un hyperplan de E et w € GL(F) tq u|g = Idy.
On a I’équivalence :
i) det(u) =X #1. (cad u ¢ SL(E))
ii) u admet une valeur propre A # 1. (donc une droite propre)
iii) Im(u — Id) ¢ H.
iv) Dans une base convenable, la matrice de u est Diag(1,..,1,\) pour A # 1.
On dit alors que u est une dilatation d’hyperplan H = Ker(u — Id), de droite
D = Im(u — Id) et de rapport A.
— Pro+Def : Soit H un hyperplan de E d’équation f € E* et w € GL(E) tq, u # Idg
u|lg = Idy. On a léquivalence :
i) det(u) = 1. (cad u € SL(E))
ii) u n’est pas diagonalisable.
iii) D = Im(u — Id) C H.
iv) Le morphisme induit @ : E/H — E/H est 'identité de E/H.
v) Il existe a € H — {0} tel que pour tout = € E, u(z) =z + f(x).a.
vi) Dans une base convenable, u a pour matrice (une matrice de transvection).
On dit alors que u est une transvection d’hyperplan H et de droite D.
— Thm : Les transvections sont toutes conjuguées dans SL(E) et engendrent SL(FE).
— Cor : Les transvections et les dilatations engendrent GL(E). .

— App : Le centre de Gl,,(K) est 'ensemble des matrices A.I,. Il est isomorphe au
groupe K*.
Le centre de Sl,,(K) est I’ensemble des matrices A.I,, avec A™ = 1. Il est isomorphe
au groupe des racines n-iemes de 1'unité dans K.

— App : 1) On a D(GI,(K)) = SL,(K) pour n > 3 et car(K) # 2.
2) On a D(SI,(K)) = Sl,,(K) pour n > 3 et car(K) # 2

2. Quelques sous-groupes de GL(FE). —

1. Groupes orthogonauzx. —
Ici, E est un ev euclidien de dimension n.

— Def: L’ensemble des isométries linéaires de E est un groupe appelé groupe orthogonal
et noté O(F).

— Pro: L’ensemble SO(E) := O(E)Ndet~!({1}) est un sous-groupe distingué de O(E)
appelé groupe spécial orthogonal.

— Pro+Def : Soit u € GI(E) tq u? = Id. Alors pour By = Ker(u + Id),
Ey = Ker(u—1Id),ona E = Ey ® Es, et ulg, = —1Idg,, u|lg, = Idg,.
Si u # id, on dit que u est une involution (ou symétrie).
Si dim(Ker(u + Id)) =1 (resp 2) on dit que u est une réflexion (resp un renverse-
ment).

— Pro : Soit u une involution. u est une isométrie ssi £y _LFEs.

— Thm : Le groupe O(FE) est engendré par les réflexions orthogonales.
Tout u € O(E) est produit d’au plus n réflexions.

— Rem : Siu € SO(E), u est produit d’'un nombre pair de réflexions.

— Thm : Pour n > 3, SO(FE) est engendré par les renversements orthogonaux.
Tout u € SO(E) est produit d’au plus n renversements.

— Lem : Soit n > 3 et 7,7’ des réflexions. Alors il existe des renversements o, o’ tels
que 7.7°" = 0.0’.

— App : Pour n > 2, on a D(O(E)) = SO(E).
Pour n > 3, on a D(SO(E)) = SO(E).

— Rem : Pour n =2, SO(F) est commutatif et on a D(SO(E)) = {Id}.

— App : Le groupe SO3(R) est simple.

— Pro: SO, (R) est connexe par arcs.

2. Sous-groupes finis. —

— Def : Soit B la base canonique de K™. Pour tout o € ¥,, on définit T, la matrice
dont le coefficient (i,7) vaut 1 si ¢ = o(j) et 0 sinon, et on 'appelle matrice de
permutation associée a o.

— Pro: 0 €%, =T, € Gl,,(K) définit un morphisme de groupes injectif.

— Pro: On a det(T,) = (o).

— Pro : Pour G un groupe fini, I'application g — (z — g.z.g~
groupes injectif de G vers Ycurq(a)-

On a ainsi un morphisme de groupes injectif de G vers Gloqra(a)(K)-

I est un morphisme de



1. Sur les sous-espaces vectoriels de E. —

— Pro : Pour K = F,, le sous-groupe UT,,(F,) des matrices triangulaires supérieures — App : Dénombrement de I’ensemble des matrices de M, ,(F,) de rang r.

avec des 1 sur la diagonale est de cardinal p"(”{”. — Rem : Pour K = R ou C, ces orbites ne sont pas fermées : Il existe des matrices
Cest donc un p-Sylow de G, (F,). de rang r aussi proches que 'on veut de la matrice nulle. Ainsi, le rang n’est pas
— App : Premier théoréme de Sylow : Pour G groupe fini de cardinal n, avec n = p"n/, continu.
G posséde un p-Sylow. — Def+Pro : A, B € M, (K) sont dites semblables ssi il existe P € Gi,,(K) tq
— Dev : Théoréeme de Brauer : Soit K un corps de caractéristique quelconque, n > 1, A= P.B.P~!. Cette relation est une relation d’équivalence sur M, (K).
et o0 €%, — Pro : det, Tr, rang, xa, pta, sont invariants par similitude.

Thm de réduction de Frobenius.
App : Caractérisation des classes de similitudes de M3 (R) et M3(R).

Alors o et ¢/ sont conjuguées si et seulement si leurs matrices de permutation T, T,
sont semblables dans Gi,, (K).

— Théoréme de Burnside : Un sous-groupe de Gl,,(K) d’exposant fini est fini. — Def+Pro: A, B € M,(K) sont dites congruentes ssi il existe P € Gl,,(K) tq
A = P.B.P". Cette relation est une relation d’équivalence sur M, (K).
. Action de GL(E) et de ses sous-groupes. — — Rem : Pour q une forme quadratique sur K de forme polaire A, les formes qua-

dratiques équivalentes a q sont les formes quadratiques dont la forme polaire B est
congruente a A.

— Def : On fait agir GL(E) sur E a gauche par f.x = f(z). — Pro : Soit K tq car(K) # 2 et q une forme quadratique sur E, de forme polaire b.
Pour k < n on fait agir GL(E) sur ’ensemble des s-ev de dimension k par Alors la matrice de b dans la base canonique est congruente a une matrice diagonale.
fvV=7fw). — Théoréme d’inertie de Sylvester : Si K = R et q est une forme quadratique dont

— Pro : Ces actions sont transitives. la forme polaire est de rang r, alors on a un 0 < p < r tel que q soit équivalente &
La restriction de ces actions & SL(E) reste transitive. v ai 4 tad— (en + .+l

— Pro : Si E est euclidien, la restriction de ces action & SO(E) reste transitive. On dit alors que q est de signature (p,r — p) et ce couple ne dépend que de q.

— Def : Drapeau.
— Pro : On fait agir GL(F) sur I’ensemble des drapeaux par translation a gauche.

Cette action est transitive. 4. Aspects topologiques pour K =R ou C. —
Si E est euclidien, la restriction de cette action & SO(FE) reste transitive. On munit M,,(K) d’une norme et on regarde la topologie associée a celle-ci.
. Sur P(E). — 1. Densité. —
— Def : La relation Ry < 3X € Ktqx = Ay est une relation d’équivalence sur — Pro: GI,,(K) est dense dans M, (K).
E? — {0}. — App : Pour tout corps L, VA, B € M, (L), on a xap = XBA-
On définit P(E) := (E? — {0})/R, et on note dim(P(E)) = dim(E) — 1. — App: det est différentiable sur M, (R), de différentielle : Dadet(H) = Tr(com(A)'.H).

On note P;(K) := P(K?) la droite projective sur K.

2. Connezité et compacité. —
— Pro+Def : On peut faire agir GL(E) sur P(E) par translation & gauche. b

On note PGL(E) I'image de GL(E) dans Bij(P(FE)) par le morphisme lié a I’action — Pro: GI,,(C) est connexe. O, (R) et Gl,,(R) ont deux composantes connexes.
de translation & gauche. On note de méme PSL(FE) 'image de SL(E) dans Bij(P(E)) SO, (R) et Sl,(R) sont connexes.
par ce morphisme. — Pro: O,(R),SO,(R) sont compacts.
— Pro : Le noyau du morphisme associé a l'action est K*.1dp. — App : SO3(R) est simple.
Le noyau de la restriction de de morphisme a SL(E) est Uk . Idg. — App : Décomposition polaire : Pour tout A € GI,(R), il existe O € On(R) et
— App : Pour p premier et ¢ = p”, on a ainsi Card(PGl,(F,)) = % et Se S;LFJF(R) tq .A': 0sS. ' ) '
_ Card(Sl,(F,) Cette décomposition est unique, et est un homéomorphisme.
Card(PSl(Fq)) = = cgagmy — Dev : exp: M, (C) — Gi,,(C) est surjective.
. Sur les espaces de matrices. — De plus, exp(M,(R)) = {AQ, AeGly(R)}.

— App : Gl,(K) n’a pas de sous-groupes arbitrairement petits (inclus dans des boules

— Def+Pro: A, B € M,,(K) sont dite équivalentes ssi il existe P,Q € Gl,,(K) tq de taille arbitrairement petites)
ille arbitrairement peti

A = PBQ™!. Cette relation est une relation d’équivalence sur M, (K).
— Pro : Les orbites de cette action sont les ensembles de matrices de méme rang. Références
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